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1. Calculate the convolution of ( )x t  and ( )h t . (15%) 

( ) 1u t = , 0t ≥ ; ( ) 0u t = , 0t < . 

( ) ( )atx t e u t−= , 0a >  and ( ) ( )h t u t=  

2. Determine Fourier transform of ( )x t  

(1) ( ) ( )x t tδ=  (10%) 

(2) ( ) cosx t tω=  (10%) 

(3) ( ) ( )
k

x t t kTδ
+∞

=−∞

= −∑ , T  is the period and k  is an integer (15%) 

3. 請解下列微分方程式 (25%) 
2 22 dyxy y x

dx
= −  

並使用已知條件（當 4x = 時， 0y = ）決定積分常數。 

4. 請計算下列積分值 (25%) 

1 2
Qe dx dx

∞ ∞ −

−∞ −∞∫ ∫  

已知 2 2
1 1 2 23 2 3Q x x x x= + +  

提示：可利用積分結果，當 0a > 時， 
2axe dx

a
π∞ −

−∞
=∫  
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1. 0 0 01 1 1 1 1[ ( ) ( )] [ ( )] [ ( )] s s sL x t h t L x t L h t e e e
s a s s s a a

− − −⎛ ⎞∗ = ⋅ = ⋅ = −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 

1 01 1 1 1( ) ( ) ( ) (1 )s atx t h t L e u t e
a s s a a

− − −⎡ ⎤⎛ ⎞∗ = − = ⋅ −⎜ ⎟⎢ ⎥+⎝ ⎠⎣ ⎦
, t−∞ < < ∞  

2. (1) 0[ ( )] ( ) ( ) 1i t iF t t e dt t e dtω ωδ δ δ
∞ ∞− −

−∞ −∞
= = ⋅ =∫ ∫  

(2) 1[cos ] cos [ ]
2

i t i t i t i tF t t e dt e e e dtα ω ω αω ω
∞ ∞− − −

−∞ −∞
= ⋅ = +∫ ∫  

( ) ( )1 [ ]
2

i t i te e dtα ω α ω∞ − − − +

−∞
= +∫  

1 [2 ( ) 2 ( )] [ ( ) ( )]
2

π δ α ω πδ α ω π δ α ω δ α ω= ⋅ − + + = − + +  

(3) [ ( )] ( ) [ ( )]
k k

F x t F t kT F t kTδ δ
∞ ∞

=−∞ =−∞

⎡ ⎤
= − = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑  

( ) ( )i t i kT

k k
t kT e dt t kT e dtα αδ δ

∞ ∞∞ ∞− −

−∞ −∞
=−∞ =−∞

= − = − ⋅∑ ∑∫ ∫  

2 21 1 [ ] [ ]i kT i T i T i T i T

k
e e e e eα α α α α

∞
− − −

=−∞

= ⋅ = + + + + +∑  

1
1 2cos 2cos 2 2cos3 1 2 cos

k
T T T k Tα α α α

∞

=

= + + + + = + ∑  

3. 2 22 ( )xydy y x dx= − , 2 22xydy y dx x dx− = −  
2 2 2xdy y dx x dx− = − , 令 2z y= , 2xdz zdx x dx− = −  

乘 2
1
x

, 2
xdz zdx dx
x
−

= − , zd dx
x

⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, z x c
x
= − +  

2z x cx= − + , 2 2y x cx= − + , 2y x cx= ± − +  

代入條件 (4) 0y = , 0 16 4c= ± − + , 4c =  
2 4y x x= ± − + 為解 
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4. 1 12 2
1 1 2 2

2 2

3 1
3 2 3

1 3

T
Tx x

Q x x x x x Ax
x x
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤

= + + = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

將 A正交對角化, 1A SDS−= , 
2 0
0 4

D ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

1 1
2 2
1 1
2 2

S

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
−⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

, 1TS S −=  

令 x S y= , 代入 1 2 2
1 2( ) 2 4

T TTQ x Ax S y SDS S y y Dy y y−= = ⋅ ⋅ = = +  

1 2 1 2dx dx dy dy= , S 為旋轉矩陣, 保長 
2 2
1 2

22
2

(2 4 )
1 2 1 2

42
1 2

2 4 2 2

y yQ

yx

e dx dx e dy dy

e dy e dy

π π π

∞ ∞ ∞ ∞ − +−

−∞ −∞ −∞ −∞

∞ ∞ −−

−∞ −∞

=

= ⋅

= ⋅ =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫  


